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Özet –  Bu çalışmada genelleştirilmiş metrik uzaylarda alınan bir dizi için 𝐺ℐ-lacunary istatistiksel 

yakınsaklık ve 𝐺𝑁𝜃(ℐ)-yakınsaklık kavramları tanıtılarak klasik anlamda bilinen bazı ifadeler bu uzaylara 

genelleştirilmiştir. Ayrıca 𝐺ℐ-lacunary istatistiksel yakınsaklık ile 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsaklık ve 𝐺𝑁𝜃(ℐ)-

yakınsaklık arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 
  

Anahtar Kelimeler – G-Metrik Uzaylar, İstatistiksel Yakınsaklık, Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık, İdeal Yakınsaklık  

I. GİRİŞ 

İstatistiksel yakınsaklık kavramının Fast [3] 

tarafından tanıtılmasının ardından bu konuyla ilgili 

çeşitli çalışmalar yapılmış ve bu yeni yakınsama 

kavramının yardımıyla yeni tanımlar ortaya 

konmuştur. Bu kavramlardan birisi Fridy ve Orhan 

[6] tarafından verilen lacunary istatistiksel 

yakınsaklık kavramıdır. Diğer yandan Kostyrko vd. 

[12] istatistiksel yakınsaklık ile ilişkili birçok 

yakınsaklık çeşidine genel bir bakış açısı 

kazandıran ideal yakınsaklığı tanımlamışlardır. 

Çalışmamıza ilham veren Das vd. [1] ve Savaş ve 

Das [17] çalışmalarında idealler yardımıyla 

istatistiksel yakınsaklık kavramına farklı bir bakış 

açısı sunmuş ve toplanabilirlik metotlarına yeni bir 

yaklaşım sağlamışlardır. Tüm bu çalışmalar 

doğrultusunda çeşitli çalışmalar yapılmıştır (bknz.  

[9], [15],[16], [18-21].) 

Çalışmamızın bir diğer temel konusu olan 

genelleştirilmiş metrik uzaylarla ilgili ilk 

çalışmalar Gahler [7,8] ve ardından Dhage [2] 

tarafından yapılmıştır. Ancak bu çalışmalardaki 

bazı aksiyomatik yetersizliklerden kaynaklanan 

sorunlar doğrulsunda Mustada ve Sims [14] 

çalışmaları sonucunda metrik uzay kavramını en 

sağlıklı şekilde genelleyen tanımı vermişlerdir. Bu 

uzaylarda Küçük ve Gümüş [13] lacunary 

istatistiksel yakınsaklığı, Kolancı vd. [11] 

asimptotik lacunary denk dizileri ve Kolancı ve 

Gürdal [10] ise 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsaklığı 

tanıtmışlardır. 

II. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Tanım 1 [14]. X ≠ ∅ ve G: X × X × X → ℝ+ 

biçiminde tanımlı bir fonksiyon olsun. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈
𝑋 için, 

(i) 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0 ⇔ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 

(ii) 𝑎 ≠ 𝑏 için 𝐺(𝑎, 𝑎, 𝑏) > 0 

(iii) 𝑏 ≠ 𝑐 için 𝐺(𝑎, 𝑎, 𝑏) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

(iv) 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝐺(𝑏, 𝑎, 𝑐) = ⋯ = 𝐺(𝑐, 𝑏, 𝑎)  
(v) Her 𝑡 ∈ 𝑋 için  

𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑡, 𝑡) + 𝐺(𝑡, 𝑏, 𝑐) 

şartlarını sağlıyorsa 𝐺, 𝑋 üzerinde bir 𝐺-metriktir 

ve (𝑋, 𝐺) ikilisine ise bir 𝐺-metrik uzay denir. 

Bu uzaylardaki özellikler için [11] çalışmasına 

bakınız. 

Tanım 2 [13]. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Her 

휀 > 0 için, 

lim
𝑛→∞

2

𝑛2
|{𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| = 0 

sağlanıyorsa (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 noktasına istatistiksel 

yakınsaktır denir. 

Lacunary dizi tanımı ve lacunary istatistiksel 

yakınsaklık kavramı için [6] makalesine bakınız. 
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Tanım 3 [13]. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi ve 𝜃 =
(𝑘𝑟) bir lacunary dizisi olsun. Her 휀 > 0 için, 

lim
𝑟→∞

2

ℎ𝑟
2 |{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| = 0 

sağlanıyorsa (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 noktasına lacunary 

istatistiksel yakınsaktır denir. Bu koşulu sağlayan 

bütün dizilerin kümesi 𝐺𝑆𝜃 ile gösterilecektir. 

Son olarak, genelleştirilmiş metrik uzaylarda 𝐺ℐ-

yakınsaklık ve 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsaklık 

kavramlarını tanıtalım. Bu tanımların daha anlamlı 

olabilmesi adına ideal, filtre ve metrik uzaylarda 

ideal yakınsaklıkla ilgili temel bilgiler için [12] 

makalesine bakınız. 

Tanım 4 [10]. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi ve ℐ2, ℕ2 

nin altkümelerinden oluşan bir ideal olsun. Her 휀 >
0 için, 

{(𝑖, 𝑗) ∈ ℕ2: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀} ∈ ℐ2 

sağlanıyorsa (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 noktasına 𝐺ℐ-yakınsaktır 

denir. 

Tanım 5 [10]. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi ve ℐ bir 

uygun ideal olsun. Her 휀, 𝛿 > 0 için,  

{𝑛 ∈ ℕ:
2

𝑛2
|{𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗) ≥ 휀}| ≥ 𝛿} ∈ ℐ 

sağlanıyorsa, (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 noktasına 𝐺ℐ-

istatistiksel yakınsaktır denir. Bu koşulu sağlayan 

bütün dizilerin kümesi 𝐺𝑆(ℐ) ile gösterilecektir. 

III. BULGULAR 

 

Tanım 6. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi ve 𝜃 = (𝑘𝑟) bir 

lacunary dizisi olsun. Her 휀, 𝛿 > 0 için,  

 

{𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗) ≥ 휀}| ≥ 𝛿} ∈ ℐ 

 

sağlanıyorsa, (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 noktasına 𝐺ℐ-lacunary 

istatistiksel yakınsaktır (ya da 𝐺𝑆𝜃(ℐ)-yakınsaktır) 

denir. Bu dizilerin kümesi 𝐺𝑆𝜃(ℐ) ile 

gösterilecektir. 

Teorem 1. ℓ∞, 𝑋 uzayındaki bütün sınırlı dizilerin 

kümesi olmak üzere; 𝐺𝑆𝜃(ℐ)⋂ℓ∞ kümesi ℓ∞ un 

kapalı bir altkümesidir. 

Tanım 7 [4,5]. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi ve 𝜃 =
(𝑘𝑟) bir lacunary dizisi olsun. Her 휀 > 0 için, 

{𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟

} ∈ ℐ 

sağlanıyorsa, (𝑠𝑛) dizisi 𝑠 noktasına 𝐺𝑁𝜃(ℐ)-

yakınsaktır denir ve bu dizilerin kümesi 𝐺𝑁𝜃(ℐ) ile 

gösterilecektir. 

Teorem 2. (𝑠𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi ve 𝜃 = (𝑘𝑟) 

bir lacunary dizisi olsun. Aşağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑁𝜃(ℐ)) ise 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑆𝜃(ℐ)). 

(ii) (𝑠𝑛) ∈ ℓ∞ ve 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑆𝜃(ℐ)) ise 𝑠𝑛 →

𝑠(𝐺𝑁𝜃(ℐ)). 

(iii) 𝐺𝑆𝜃(ℐ)⋂ℓ∞ = 𝐺𝑁𝜃(ℐ)⋂ℓ∞. 

İspat. (i) 휀 > 0 ve 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑁𝜃(ℐ)) olsun. 

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗)

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟

 

≥ ∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗)

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟,𝐺(𝑠,𝑠𝑖,𝑠𝑗)≥𝜀

 

≥ 휀|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| 

ve buradan 

2

휀ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗)

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟

≥
2

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| 

elde edilir. O halde 𝛿 > 0 için, 

{𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| ≥ 𝛿} 

⊆ {𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟

𝛿} ∈ ℐ 
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olduğundan 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑆𝜃(ℐ)). 

(ii) (𝑠𝑛) ∈ ℓ∞ ve 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑆𝜃(ℐ)) olsun. O halde 

her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 

𝑀 > 0 vardır. 휀 > 0 için, 

2

ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗)

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟

 

=
2

ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗)

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟,𝐺(𝑠,𝑠𝑖,𝑠𝑗)≥
𝜀
2

+
2

ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗)

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟,𝐺(𝑠,𝑠𝑖,𝑠𝑗)<
𝜀
2

 

≤
2𝑀

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥
휀

2
}| +

휀

2
 

elde edilir. Böylece 

{𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2

∑ 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀

𝑖,𝑗∈𝐼𝑟

} 

⊆ {𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2 |{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥

휀

2
}| ≥

휀

2𝑀
} ∈ ℐ 

olup buradan 𝑠𝑛 → 𝑠(𝐺𝑁𝜃(ℐ)). 

(iii) (i) ve (ii) den ispat açıktır. 

Teorem 3. Herhangi bir 𝜃 = (𝑘𝑟) lacunary dizisi 

için, (𝑠𝑛) dizisi 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsak ise 𝐺ℐ-

lacunary istatistiksel yakınsaktır gerek ve yeter 

koşul 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 > 1.  

İspat. Kabul edelim ki 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 > 1 olsun. O halde, 

yeterince büyük 𝑟 değerleri için 𝑞𝑟 ≥ 1 + 𝜂 olacak 

şekilde 𝜂 > 0 vardır ve 

ℎ𝑟

𝑘𝑟
≥

𝜂

1 + 𝜂
 

sağlanır. (𝑠𝑛) dizisi 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsak 

olduğundan . 휀 > 0 ve yeterince büyük 𝑟 değerleri 

için, 

 

2

𝑘𝑟
2 |{𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| 

≥
2

𝑘𝑟
2 |{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| 

= (
ℎ𝑟

𝑘𝑟
)

2 2

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| 

≥ (
𝜂

1 + 𝜂
)

2 2

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}| 

elde edilir. O halde 𝛿 > 0 için, 

{𝑟 ∈ ℕ:
2

ℎ𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗) ≥ 휀}| ≥ 𝛿} 

⊆ {𝑟 ∈ ℕ:
2

𝑘𝑟
2

|{𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘𝑟: 𝐺(𝑠, 𝑠𝑖, 𝑠𝑗) ≥ 휀}|

≥ (
𝜂

1 + 𝜂
)

2

𝛿} ∈ ℐ 

olduğundan (𝑠𝑛) dizisinin 𝐺ℐ-lacunary istatistiksel 

yakınsak olduğu sonucuna varılır. 

Uyarı 1. Eğer 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 = 1 ise, 𝐺ℐ-istatistiksel 

yakınsak olacak biçimde bir (𝑠𝑛) sınırlı dizisi 

vardır ancak bu dizi 𝐺ℐ-lacunary istatistiksel 

yakınsak değildir. 

Teorem 4.  ℐ, (AP) koşulunu sağlayan bir uygun ideal 

ve 𝜃 ∈ ℱ(ℐ) olsun. Eğer (𝑠𝑛) ∈  𝐺𝑆(ℐ)⋂𝐺𝑆𝜃(ℐ) ise, 

𝐺𝑆(ℐ) − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑛 = 𝐺𝑆𝜃(ℐ) − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑛 = 𝑠. 

IV. SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada genelleştirilmiş metrik uzaylarda 

tanımlanan lacunary istatistiksel yakınsaklık, ideal 

yakınsaklık ve 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsaklık 

kavramlarından yararlanarak bir dizinin 𝐺𝑆𝜃(ℐ)-

yakınsak ve 𝐺𝑁𝜃(ℐ)-yakınsak olma tanımları 

verilmiştir. Ayrıca 𝐺𝑆𝜃(ℐ)-yakınsaklık ile 𝐺𝑁𝜃(ℐ)-

yakınsaklık ve 𝐺ℐ-istatistiksel yakınsaklık ile 

𝐺𝑆𝜃(ℐ)-yakınsaklık arasındaki ilişkiler 

incelenmiştir. 
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